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Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten

17. Die Pullback—Abbildung fiir Differentialformen.
Es sei f : M — N eine glatte Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten und f* :
OQF(N) — Q*(M) die Pullback-Abbildung. Zeigen Sie, daf} gilt:

(a) (1 Punkt) f* ist linear und f*(w A n) = ffw A f*n fir w,n € Q*(N).

(b) (1 Punkt) d(f*w) = f*dw.

(¢) (1 Punkt) Sei P eine Mannigfaltigkeit und g : N — P eine glatte Abbildung.

Dann gilt fiir w € Q*(P): f*(¢*w) = (g o f)*w.

(d) (1 Punkt) Es sei idys : M — M die Identitétsabbildung. Dann gilt fir w €
Q(M): idjw = w.

18. Existenz von Differentialformen.

(a) (2 Punkte) Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, i/ = {Us}aeca eine offene
Uberdeckung von M, und fiir jedes o € A, w, € OF(U,), so dass wa’Uang =
wpluanu, fiir alle o, B € A. Zeigen Sie, daB es ein eindeutiges w € QF(M) gibt,
so daB fiir jedes a € A gilt: w|y, = wa.

(b) (2 Punkte) Es sei (Uy,U_) die offene Uberdeckung von S? aus Aufgabe 9, und
¢+ (p) = (z,y) lokale Koordinaten in p € U,. Es sei w € Q'(U, ) gegeben durch
w(z,y) = H;fxﬂﬂ. Zeigen Sie, dafl ¥* , w nicht wohldefiniert ist, und somit
w & QY(S?).

19. Relative Kohomologie.
Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, N C M eine abgeschlossene Untermannig-
faltigkeit mit der Inklusion i. (N = () ist zugelassen.) Wir definieren den Vektorraum
der relative Differentialformen Q9(M, N) = ker (Qq(M) KN Qq(N)>. we QM,N)

ist eine Differentialform vom Grad ¢ auf M, die auf NV verschwindet.



(a) (1 Punkt) Zeigen Sie, dal Q°*(M, N) ein Unterkomplex von Q°®(M) ist.
(b) (2 Punkte) Zeigen Sie, daf die Folge

0— QI(M,N) — QI(M) 5 QI(N) — 0
exakt ist. Wahlen Sie zuerst M = R™ und N = R" und verallgemeinern Sie

dann auf beliebige M und N.
(¢) (1 Punkt) Zeigen Sie, daf gilt:

H(M, N) 2 ker <Hq(M) LA Hq(N)> @ coker (Hq—l(M) LR Hq—l(N)) .

(Ist f: V — W eine lineare Abbildung von Vektorrdumen iiber einem Korper,
so ist der Kokern von f der Quotient von W nach dem Bild von f.)

20. Kohomologie einer differenzierbaren Singularitat.
Es sei f € R[zy,...,2,] ein Polynom f : R” — R mit einem isolierten kritischen
Punkt im Ursprung, d.h. df = 0 genau dann, wenn z; = 0 fiir alle 5. Wir definieren
das Differential § : QI(R") — QITL(R") : w — dw = w A df.

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dafi C = (Q°*(R"™), §) eine kommutative gradierte Differ-

entialalgebra iiber R ist.

(b) (2 Punkte) Zeigen Sie, daf gilt:

0 qF#n,

HY(C) =
Rlz1,...,zn)/Jd q=n.

wobei J = (01 f,...,0nf) das Jacobi-Ideal erzeugt durch die partiellen Ableitun-

gen von f ist.
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