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Differentialformen auf Mannigfaltigkeiten

17. Die Pullback–Abbildung für Differentialformen.
Es sei f : M → N eine glatte Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten und f∗ :
Ω∗(N) → Ω∗(M) die Pullback–Abbildung. Zeigen Sie, daß gilt:

(a) (1 Punkt) f∗ ist linear und f∗(ω ∧ η) = f∗ω ∧ f∗η für ω, η ∈ Ω∗(N).

(b) (1 Punkt) d(f∗ω) = f∗dω.

(c) (1 Punkt) Sei P eine Mannigfaltigkeit und g : N → P eine glatte Abbildung.
Dann gilt für ω ∈ Ω∗(P ): f∗(g∗ω) = (g ◦ f)∗ω.

(d) (1 Punkt) Es sei idM : M → M die Identitätsabbildung. Dann gilt für ω ∈
Ω∗(M): id∗Mω = ω.

18. Existenz von Differentialformen.

(a) (2 Punkte) Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, U = {Uα}α∈A eine offene
Überdeckung von M , und für jedes α ∈ A, ωα ∈ Ωk(Uα), so dass ωα|Uα∩Uβ =
ωβ|Uα∩Uβ für alle α, β ∈ A. Zeigen Sie, daß es ein eindeutiges ω ∈ Ωk(M) gibt,
so daß für jedes α ∈ A gilt: ω|Uα = ωα.

(b) (2 Punkte) Es sei (U+, U−) die offene Überdeckung von S2 aus Aufgabe 9, und
φ+(p) = (x, y) lokale Koordinaten in p ∈ U+. Es sei ω ∈ Ω1(U+) gegeben durch
ω(x, y) = dx

1+x2+y2 . Zeigen Sie, daß ψ∗−+ω nicht wohldefiniert ist, und somit
ω �∈ Ω1(S2).

19. Relative Kohomologie.
Es sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, N ⊂ M eine abgeschlossene Untermannig-
faltigkeit mit der Inklusion i. (N = ∅ ist zugelassen.) Wir definieren den Vektorraum
der relative Differentialformen Ωq(M,N) = ker

�
Ωq(M) i∗→ Ωq(N)

�
. ω ∈ Ωq(M,N)

ist eine Differentialform vom Grad q auf M , die auf N verschwindet.



(a) (1 Punkt) Zeigen Sie, daß Ω•(M,N) ein Unterkomplex von Ω•(M) ist.

(b) (2 Punkte) Zeigen Sie, daß die Folge

0 → Ωq(M,N) → Ωq(M) i∗→ Ωq(N) → 0

exakt ist. Wählen Sie zuerst M = Rm und N = Rn und verallgemeinern Sie
dann auf beliebige M und N .

(c) (1 Punkt) Zeigen Sie, daß gilt:

Hq(M,N) ∼= ker
�
Hq(M) i∗→ Hq(N)

�
⊕ coker

�
Hq−1(M) i∗→ Hq−1(N)

�
.

(Ist f : V → W eine lineare Abbildung von Vektorräumen über einem Körper,
so ist der Kokern von f der Quotient von W nach dem Bild von f .)

20. Kohomologie einer differenzierbaren Singularität.
Es sei f ∈ R[x1, . . . , xn] ein Polynom f : Rn → R mit einem isolierten kritischen
Punkt im Ursprung, d.h. df = 0 genau dann, wenn xi = 0 für alle i. Wir definieren
das Differential δ : Ωq(Rn) → Ωq+1(Rn) : ω �→ δω = ω ∧ df .

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, daß C = (Ω•(Rn), δ) eine kommutative gradierte Differ-
entialalgebra über R ist.

(b) (2 Punkte) Zeigen Sie, daß gilt:

Hq(C) =





0 q �= n,

R[x1, . . . , xn]/J q = n.

wobei J = �∂1f, . . . , ∂nf� das Jacobi–Ideal erzeugt durch die partiellen Ableitun-
gen von f ist.
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